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3 章 問題解答 

 
 
３－１  

予習 

１．物体が移動した速度 U は，物体が単位時間当たりに進む距離を計算すればよいので，以

下のように計算できる。 

m/s 0.15
0.10
0.150
===

t
xU

時間

距離
流速  

 
演習問題 Ａ 

3-1-A1 

■管路 

   流水断面積 A  2m00.40.20.2 =×=⋅= hBA  
      潤辺 S      m00.80.220.2222 =×+×=⋅+⋅= hBS  

      径深 R        m500.0
000.8
000.4

===
S
AR  

流量 Q        s/m00.8000.2000.4 3=×=⋅= UAQ  

■開水路  

   流水断面積 A   2m00.20.10.2 =×=×= hBA  
   潤辺 S          m00.40.120.22 =×+=+= hBS  

径深 R          m500.0
0.4
0.2
===

S
AR  

      流量 Q          s/m00.40.2000.2 3=×=⋅= UAQ  

3-1-A2 

■管路 

    流水断面積 A  2
2

m14.3
4

0.2
2
1

4

2
=

×
=×=
ππDA  

        潤辺 S        m28.60.2 =×== ππDS  

径深 R        m500.0
283.6
142.3

===
S
AR  

流量 Q        s/m28.60.2142.3 3=×=⋅= UAQ  

  ■開水路 

   流水断面積 A    2
22

m57.1
2
1

4
0.2

2
1

4
=×

×
=×=
ππDA  

      潤辺 S          m14.3
2
1000.2

2
1

=××=×= ππDS  
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径深 R          m500.0
142.3
571.1

===
S
AR  

流量 Q          s/m14.30.2571.1 3=×=⋅= UAQ  

3-1-A3 

■管路 

 

      流水断面積 A    2m31.2
2
1)0.2

3
4(

2
1)( =××=××= hBA  

        潤辺 S           m93.6
3

42
3

4
=+×=S  

径深 R          m333.0
9282.6
3094.2

===
S
AR  

流量 Q          s/m62.40.2309.2 3=×=⋅= UAQ  

■開水路 

       流水断面積 A   2m577.0
2
1)0.1

3
2(

2
1)( =××=××= hBA  

        潤辺 S           m31.20.2
3

2
=×=S  

径深 R          m250.0
309.2

5774.0
===

S
AR  

流量 Q          s/m15.10.2577.0 3=×=⋅= UAQ  

3-1-A4 

■四角形断面水路 

     流水断面積 A   2500.02/ hhhA =×=  

流量 Q         22 500.00.1500.0 hhUAQ =×=⋅=  

        潤辺 S         hhhS 00.22
2

=+×=  

径深 R         h
h

h
S
AR 250.0

000.2
2/2

===  

■円形断面水路 

2 3

1
60°

30°

2

3
4

3
2

60°

30°

2=h

3
4

3
4

=B

60°

30°
水路断面に

適用

直角三角形
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 流水断面積 A  2
22

393.0
82

1
4

hhhA ==×=
ππ  

流量 Q         22 393.00.13927.0 hhUAQ =×=⋅=  

       潤辺 S         hhhS 57.1
22

1
==×⋅=

ππ  

径深 R        h
h
h

S
AR 250.0

571.1
3927.0 2

===  

■三角形 

 

       流水断面積 A     2144.0
2
1)

23
( hhhA =××=  

流量 Q           
22 144.00.11443.0 hhUAQ =×=⋅=  

        潤辺 S           hhS 16.12
3

=×=  

径深 R           h
h
h

S
AR 125.0

155.1
1443.0 2

===  

流量 Q の大きい順： 四角形(0.500h2)  ＞ 円形(0.393h2) ＞ 三角形(0.144h2)   

径深 R の大きい順： 四角形(0.250h)   =  円形(0.250h)  ＞ 三角形(0.125h)  

 

演習問題 Ｂ 

3-1-B1  

■中心角θおよび水面幅 B の計算 

  

500.0
80.0
40.0

2/
2/)2/cos( ==

−
=

D
Dhθ  

      





 == m800.0

2
Dr  

°= 602/θ    →  °=120θ  
 

水面幅 B の計算 
           m386.160sin80.02)2/sin(2 =°××=⋅⋅= θrB  

2 3

1
60°

30°

2
h

3
h

32
h

60°

30°

2
h

3
h

3
hB =

60°

30°
水路断面に

適用

直角三角形

h-D/2
θ/2

)2/sin(θ×r

r



4 
 

■流水断面積 A の計算 

    三角形部分の流水断面積 A1，扇形部分の流水断面積 A2 を計算することで，流水断面積

A を求める。 

 

    
2

1 m2772.0
2

40.0386.1
2

)2/(
=

×
=

−×
=

DhBA  

2
22

2 m340.1
360

)120360(
4

60.1
360

)360(
4

=
°

°−°
×

×
=

°
−°

×
×

=
πθπ DA     

2
21 m617.1340.12772.0 =+=+= AAA  

■流量 Q の計算 

s/m62.10.1617.1 3=×=⋅= UAQ  

3-1-B2  

■管路 

   流水断面積 A   22
22

14.3
4
4

4
)2( rrrrA ==

××
== πππ

 

潤辺 S         rrrS 28.622 ==×= ππ  

径深 R        rr
r

r
S
AR 500.0

22

2

====
π
π

 

■開水路 

  ・中心角θおよび水面幅の計算 

5000.0)2/(cos ==′
r

rθ             

°=′ 60θ  °=°−°=−°= 240120360'2360 θθ  
 

水面幅 B：  θsin2 ⋅⋅= rB                           

・流水断面積 A の計算 

   

    (三角形部分の面積 A1) 

θ
A1

A2

A=A1+A2

θ

θ

A1

θ
r

A2

A=A1+A2

θ' r
r/2

r sinθ
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22
1 433.0

4
3

2
3

22
160sin0.2

2
rrrrrrA ==⋅×=×°⋅××=  

(扇形部分の面積 A2) 

222
2

2 094.2
3
2

3
2

3604
)2( rrrrA ==×=

°
×= ππθπ

 

2222 2.53527.2094.24330.0 rrrrA ≒=+=  
・潤辺 S の計算 

rrrrrS 19.4189.4
3
4

360
2402

360
2 ≒==








°
°

=







°
= ππθπ  

      ・径深 R の計算 

r
r
r

S
AR 603.0

189.4
527.2 2

===  

3-1-B3 

(1) 流水断面積 A，潤辺 S，径深 R 

■水面幅 B2および水路側面長さ r 計算 

 図のような三角形の相似関係から，水面幅 B2の計算を行う。 

 

水面幅 B2：     ahBB ⋅+= 212  

水路側面 r：    222 1)( ahahhr +=⋅+=  

■流水断面積 A 

  )(
2

)2(
2 1

1121 ahBhhahBBhBBA ⋅+=
⋅++

=
+

=  

■潤辺 S 

2
11 122 ahBrBS ++=+=  

■径深 R 

2
1

1
2

1

1

12
)(

12
)(

ahB
ahBh

ahB
ahBh

S
AR

++

⋅+
=

++

⋅+
==  

 

 

 

1

a

∽ h

h・a

r

B1

1
a

h

B2

h・a

r

h・a
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3-1-B4 

■流水断面積 A 

二つの台形に分けて計算を行う。 

 

 
■台形①の流水断面積 A1，潤辺 S1，径深 R1，流量 Q1の計算 

    
1) 流水断面積 A１の計算 

長さ B1は傾斜部が 1:1 であるため，高さ 4m の場合で B1=4m 

となる。 

0.4
2

0.50)0.50( 11
1 ×

+++
=

BBA  

0.4
2

0.50)0.500.40.4(
×

+++
=  

2m0.216=  
2) 潤辺 S1 

傾斜部の長さの計算 
22222

1 m657.5444 =+=+B  

m 314.610.502657.51 =+×=S  

3) 流量 Q1 

    s/m0.4320.20.216 3
1 =×=Q  

 

■台形②の流水断面積 A2，潤辺 S2，径深 R2，流量 Q2の計算 

 
1) 流水断面積 A2の計算 

長さ B2は傾斜部が 1:2 であるため，高さ 2m の場合で B2=4m 

となる。底面の長さは，台形①の上面の長さに両端 50m ずつを加えればよいので，

50m

1
2 2

1

1
1

1
1

50m 50m

2m

4m

②

①

①

B1 B150m
58m

4m1:1

B2 158m
166m

②

B2

2m
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(①の上面 58m)+(両端 50m×2)=158m となる。 

0.2
2

0.158)0.158( 22
2 ×

+++
=

BBA  

0.2
2

0.158)0.1580.40.4(
×

+++
=  

2m0.324=  
2) 潤辺 S2 

傾斜部の長さの計算 
22222

2 m472.4242 =+=+B  

m9.10820.502472.42 =×+×=S  

3) 流量 Q2 

    s/m0.6480.20.324 3
2 =×=Q  

 

(2) 断面全体の径深 R，潤辺 S、径深 R、流量 Q の計算 

2
21 m 5400.3240.216 =+=+= AAA  

m 1709.10831.6121 =+=+= SSS  

m 17.3
2.170
0.540
===

S
AR  

s/m 10800.6480.432 3
21 =+=+= QQQ  
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３－２ 

予習 

１．水温 10 度の水の密度ρ=999.70kg/m3 であり，水の質量 m は水の密度と水の体積を掛け合わ

せることで計算できる。これより，質量 m は，以下のようになる。 
kg7.9990.170.999 =×=⋅= Vm ρ  

２．現在と 10 時間後で質量は変化しないため，現在と 10 時間後の密度と体積は，以下のよう

に示すことができる。 

VVm ⋅=⋅= ρρ 　　　　 11  

・現在の物質の密度と体積     ：ρ1，V1 

     ・10 時間後の物質の密度と体積：ρ，V 

  10 時間後の密度ρは次のように計算できる。 

311 kg/m 909
0.110

0.1000.1000
=

×
=

⋅
=

V
Vρρ 　  

 

演習問題 Ａ 

3-2-A1 

 連続式から円管 2 の直径 D2を求める式を導くことができる。 
    連続式より， 2211 UAUA ⋅=⋅  

            
2

1

1

2

U
U

A
A

=  

   A2/A1は以下のように整理できる。 

2
1

2
2

2
1

2
2

1

2

4

4
D
D

D

D

A
A

=
⋅

⋅

=
π

π

 

 したがって，円管 2 の直径 D2はこのように計算できる。 

2

1
2

1

2
2

U
U

D
D

=  

m23.10.1
0.1
5.1

1
2

1
2 =×=⋅= D

U
UD   

3-2-A2 

断面 1～3 に連続式を適用させることで，断面流速 U2，U3，流量 Q を計算することができる。 

 ■断面積 A1，A2，A3の計算 

  ・断面 1 断面積 A1   2
22

1
1 m196.0

4
50.0

4
=

×
==
ππDA  

  ・断面 2  断面積 A2   2
22

2
2 m0707.0

4
30.0

4
=

×
==
ππDA  



9 
 

   ・断面 3  断面積 A3   2
22

3
3 m00785.0

4
10.0

4
=

×
==
ππDA  

■断面平均流速 U2，U3の計算 

   ・断面 2  断面平均流速 U2の計算 

              s/m78.20.1
07068.0
1963.0

1
2

1
2 =×== U

A
AU  

   ・断面 3  断面平均流速 U3の計算 

s/m0.250.1
007854.0

1963.0
1

3

1
3 =×== U

A
AU  

■断面 3 の流量 Q の計算 

                 /sm196.099.24007854.0 3
33 =×=⋅= UAQ  

3-2-A3 

貯水槽の水位が一定であることから，流入する流量と流出する流量が等しくなる。そのため，

連続式を用いて流入する流量から流出する断面平均流速 U を計算することができる。 

■流入する流量 Q 流入の計算 

s/m01571.00.2
4

10.0 3
2

11 =×
×

=⋅=
πUAQ流入

 

■流出部での断面平均流速 U の計算 

流出流入 QQ =  

UAQQ ⋅== 2流出流入  

s/m500.0
03142.0
01571.0

4/)20.0(
01571.0

2
2

==
⋅

==
πA

Q
U 流入  

3-2-A4 

円管 3 は，円管 1 と 2 が合流した流量の水が流れているため，円管 1 と 2 に流れている水の

流量を計算し，その値から円管 3 の断面平均流速 U3の計算を行う。 

■円管 1 の流量 Q1の計算 

  s/m03142.00.1
4

20.0 3
2

1 =×
×

=
πQ  

■円管 2 の流量 Q2の計算 

  s/m07069.00.1
4

30.0 3
2

2 =×
×

=
πQ  

■円管 3 の流量 Q3の計算 

    s/m 1021.007069.003142.0 3
213 =+=+= QQQ  

■円管 3 の断面平均流速 U3 の計算 

  s/m25.3
4/)20.0(

1021.0
2

3

3
3 =

⋅
==

πA
QU  
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演習問題 Ｂ 

3-2-B1 

■水門の上流側の流量 Q の計算 

  
2

1 m000.60.30.2 =×=⋅= hBA  

  s/m000.60.10.6 3
11 =×=⋅= UAQ  

■水門下部を通過する水の断面平均流速 U の計算 

s/m00.3
0.10.2

000.6
=

×
==

A
QU  

3-2-B2 

連続式より， UAUAQ
3
1

21 ⋅=⋅=  

UDUDQ
3
1

44

2
2

2

⋅==
ππ

 

4
3

4

22
2 DD ππ
=  

22
2 3DD =  

DDD 73.132 ==  

3-2-B3 

水槽の下部に設置した円管から水が流出することで，水槽内の水の量が減少することから，水

槽内で減少する単位時間当たりの水の量(流量)と下部の円管から流出する水の量(流量)は等しく

なる。 

そこで，水槽の水面の低下速度 U 水面が，水槽内の水の流速と等しくなると考えれば，連続式

を用いて，円管から流出する水の断面平均流速 U を計算することができる。 

 

    ・水槽の断面積 A1     
4

2
1

1
DA π

=  

       ・円管の断面積 A2     
4

2
2

2
DA π

=  

連続式より，断面平均流速 U は以下のようになる。 

水面水面水面 U
D
DU

D
DU

A
AU

2

2

1
2
2

2
1

2

1

4/
4/









===

π
π  

水面の低下速度U水面=水粒子の移動速度(流速)

水槽水粒子

水面
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3-2-B4 

円管 1～4 に連続式を適用させることで，断面平均流速 U1，U3，U4 の計算を行う。 

■断面積 A の計算 

  ・円管 1 断面積 A1   2
22

1
1 m07069.0

4
30.0

4
=

×
==
ππDA  

  ・円管 2 断面積 A2   2
22

2
2 m01767.0

4
15.0

4
=

×
==
ππDA  

  ・円管 4 断面積 A4   2
22

4
4 m03142.0

4
20.0

4
=

×
==
ππDA  

■円管の流量 Q の計算 

  ・円管 2 と 3   流量 Q2，Q3   

s/m 01767.00.101767.0 3
2232 =×=⋅== UAQQ  

    ・円管 1 と 4   流量 Q1，Q4 

s/m 03534.001767.001767.0 3
3241 =+=+== QQQQ  

■断面平均流速 U の計算 

    ・円管 1  流速 U1     s/m500.0
07067.0
03534.0

1

1
1 ===

A
QU  

    ・円管 3  流速 U3     s/m00.123 ==UU  

    ・円管 4  流速 U4     s/m12.1
03143.0
03534.0

4

4
4 ===

A
QU  

 

３－３ 

予習 

１． 

■点 A に物体があるときの物体が持つエネルギーEA 

   物体が点 A にあるときは，物体の流速は U=0.0m/s であり，物体が蓄えている総エネルギ

ーEAは以下のようになる。 

    A

2

AA 2
0.0 mgzmmgzE =

⋅
+=  

■点 B に物体があるときの物体が持つエネルギーEB 

   物体が点 B まで移動したときは，速度 U が増加し，運動エネルギーが増加する。そのた

め，物体が蓄えている総エネルギー量は，運動エネルギーと位置エネルギーの和となり，以

下のようになる。 

2

2

BB

Um
mgzE

⋅
+=  

２．点 A と B で物体が持つ総エネルギーEAと EBは一定(同じ)であることから，次のように計算

できる。 

エネルギー保存の法則より， BA EE =  



12 
 

2

2
B

BA
mUmgzmgz +=  

)(2 BAB zzgU −=  

     m/s 42.5)50.00.2(8.92 =−××=  

３．物体が持つエネルギーの式の両辺を mg で割ることで，各項で長さの単位を持つ式となる。 

mg
mUmgz

mg
E 1)

2
1(1 2 ×+=×  

g
Uz

mg
E

2

2

+=  

  水理学では，エネルギーを水頭と呼ばれる水柱の高さ(長さの単位)で表すことが一般的であ

る。 

 

演習問題 Ａ 

3-3-A1 

■断面平均流速 U2の計算 

 連続式より，断面 2 における断面平均流速 U2 を計算する。 

s/m06283.00.2
4
20.0 3

2

11 =×
⋅

=⋅=
πUAQ  

s/m00.8
)4/10.0(

06283.0
2

2
2 =

⋅
==

πA
QU  

 

■位置水頭，圧力水頭，速度水頭の計算 

 ①位置水頭 m00.22 =z  

  ②圧力水頭 断面 1 と 2のベルヌーイの式より，以下のようになる。 

g
U

g
pz

g
U

g
pz

22

2
22

2

2
11

1 ++=++
ρρ

 

g
UUzz

g
p

g
p

2
)(

2
2

2
1

21
12 −

+−+=
ρρ

 

8.92
0.80.2)0.20.3(

8.91000
50000 22

×
−

+−+
×

=                    

061.30.1102.5 −+=  

m04.3=  

 ③速度水頭 m27.3
8.92

0.8
2

22
2 =

×
=

g
U

 



13 
 

3-3-A2  

■連続式より，断面平均流速 U2を求める。 

2211 UAUAQ ⋅=⋅=  

   s/m00.90.1
20.0
60.0

2

2

12
2

2
1

1
2

1
2 =×=⋅=⋅= U

D
DU

A
AU  

■圧力水頭 

   断面 1 と 2 でベルヌーイの定理を考える。 

   
g

U
g

pz
g

U
g

pz
22

2
22

2
11 ++=++

ρρ
 

   位置水頭 z は断面 1 と 2 で同じであるため無視できる。 

g
U

g
p

g
U

g
p

22

2
22

2
11 +=+

ρρ
 

式を整理すると以下のようになる。 

m08.3
8.92
000.9000.10.1

2

222
2

2
112 −=

×
−

+=
−

+=
g
UU

g
p

g
p

ρρ
 

3-3-A3 

(1) 点 B から流出する断面平均流速 U を表す式の誘導 

点 A と B でベルヌーイの定理を考え，点 B の位置を基準面とする。点 A では，水面の流

速は 0.0m/s であり，点 A と B の両方で大気接しているため，圧力は 0.0Pa となる。これら

の条件より，点 A と B のベルヌーイの式は以下のようになる。 

g
Uhh
2

0000)(
2

21 ++=+++ 　　　　  

   (点 A)        =     (点 B) 

    これらを整理し，点 B での断面平均流速 U を表す式を求めると以下のようになる。 

       )(2 21 hhgU +=  

(2) 点 B から流出する流量 Q の計算 

■接続されている管路の断面積 A の計算      

2
22

m 03142.0
4

20.0
4

=
×

==
ππDA  

■点 B での断面平均流速 U の計算 

      s/m 00.14)0.50.5(8.92 =+××=U  

■流量 Q の計算 
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          s/m 440.000.1403142.0 3=×=⋅= UAQ  

3-3-A4 

大気中の流体の移動も質点系の力学と同様に考えることができる。既に学んでいる質点系の力

学では，ある質点の水平方向と鉛直方向の移動は，以下の式で示される。 

水平距離 x    tUx ⋅=  

鉛直距離 y    2

2
1 tgy ⋅⋅=  

  これらより，鉛直距離 y の式を変形し，水平距離 x に代入すると以下のようになる。 

鉛直距離 y の式を変形 
g
yt 2

=   

水平距離の式に代入 
g
yUx 2

=  

 水槽底面から流出点までの高さ y および流出点での断面平均流速 U を求めることで，流水が

到達する水平距離 x を計算することができる。 

水槽から流出する水の断面平均流速 U はトリチェリの定理によって求めることができる。水

面から流出口までの高さを h とすれば h=2.0m となり，以下のように計算できる。 

 s/m261.60.28.90.22 =××== ghU  

水平距離 x の式に代入すると以下のようになる。 

  m90.4
8.9

0.30.2261.6 =
×

×=x  

 

演習問題 Ｂ 

3-3-B1 

(1) 各点 A～G の圧力を計算 

■点 A の圧力 

 点 A は大気に接しているため pA=0.0Pa となる。 

■点 B の圧力 

 点 B では，水槽側と管路側で値が異なるため，圧力はそれぞれ計算する必要がある。 

<点 B 水槽側> 

水槽側の点 B の圧力は，点 A と B でベルヌーイの定理を考えることで求めることができ

る。基準面を点 B の位置として点 A と B の計算条件を考えると，点 A では流速 UA=0.0m/s，

圧力 pA=0.0Pa，位置水頭 zA=h，基準面を点 B の位置とすれば位置水頭 zB=0.0，水槽内では流

速がほぼ 0.0m/s のため点 B の断面平均流速 UB=0.0m/s とでき，ベルヌーイの式は以下のよ

うになる。 

    0)(000 ++=++
g

ph B

ρ
水槽側
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(点 A)  =  (点 B 水槽側) 

  整理すると，点 B の水槽側の圧力 pBは以下のようになる。 

ghpB ρ=)(水槽側   

< 点 B 管路側> 

   管路側の点Bの圧力は，点BとCでベルヌーイ定理を考えることで求めることができる。

計算条件は，基準面を点 C の位置とすると位置水頭 zC=0.0m，点 C は大気に接しているため

pC=0.0Pa，管径が同一であるため UB=UC である。点 B の管路側の圧力を pB(管路側)とすれ

ば，ベルヌーイの式は以下のようになる。 

     
g

U
g

U
g

pL cBB

2
00

2
)(2

22

++=++ 　　　　
管路側

ρ
 

        (点 B 管路側)         =     (点 C) 

整理すると以下のようになる。 

gLpB ρ2)( −=管路側  

■点 C の圧力 

   点 C は大気に接しているため，圧力 pC=0.0Pa である。 

■点 D の圧力 

   水槽側と管路側で圧力が異なるため，両者にして圧力を求める。 

<点 D 水槽側> 

   点 A と点 D においてベルヌーイの式を考える。基準面を点 D の高さとすると以下のよう

になる。 

     0)(000 ++=++
g

ph D

ρ
水槽側

　　　　  

             (点 A)   =     (点 D 水槽側) 

整理すると以下のようになる。 

ghpD ρ=)(水槽側  

<点 D の管路側> 

   点 D と点 G(管路の出口)においてベルヌーイの式を考える。基準面を点 D の高さとして，

点 D の管路側の圧力を pD(管路側)とすれば，ベルヌーイの式は以下のようになる。 

g
UL

g
U

g
p GDD

2
0)(

2
)(0

22

++−=++ 　　　　
管路側

ρ
 

     (点 D 管路側)     =       (点 G) 

   条件より，管径が一定のため UD=UG とすると下記のようになる。 

gLpD ρ−=)(管路側  

■点 E の圧力 

   点 E の圧力は，点 D と点 E でベルヌーイの定理を考えることで求めることができる。計

算条件は，基準面を点 E の位置とすれば，点 E の位置水頭 zE=0.0m，管径が一定のため UD=UE

となる。 

g
U

g
p

g
U

g
pL EEDD

2
0

2
)(2

22

++=++
ρρ

　　　　
管路側

 



16 
 

      (点 D)   =     (点 E) 

点 D の圧力 pD(管路側)は既に計算されているため，以下のようになる。 

            
g

p
g

gLL E

ρρ
ρ

　　　　=−2  

gLpE ρ=  

■点 F の圧力 

      点 F の圧力は，点 E と F でベルヌーイの定理を考える。計算条件は，基準面を点 F の位

置とすれば，点 E と F の位置水頭 zE=zF=0.0m，点 E の圧力は先ほど求めた値 pE=ρgL，管路

径が一定のため UE=UF となる。 

g
U

g
p

g
U

g
gL FFG

2
0

2
0

22

++=++
ρρ

ρ
　　　　  

      (点 E)         =       (点 F) 

  整理すると以下のようになる。 
                 gLpF ρ=  

■点 G の圧力(流出側から順に計算する) 

   点 G では，大気圧に接しているため pG=0.0Pa となる。 

 

(2) 管路から流出する断面平均流速 UC および UGの計算 

■点 C の断面平均流速 UCの計算 

点 A と C でベルヌーイの定理を考える。計算条件は，点 A と C は大気に接しているため

pA=pC=0.0Pa，基準面を点 C とすれば，位置水頭 zC=0.0m できる。さらに，貯水槽内では流

速はほぼないため，点 A の流速 UA=0.0m/s となる。これらを整理するとベルヌーイの式は以 

下のようになる。 

g
UhL C

2
0000)2(

2

++=+++ 　　　　  

         (点 A)       =      (点 C) 

整理すると以下のようになる。 

 　)2(2 hLgUC +=  

■点 G の断面平均流速 UGの計算 

 点 A と G でベルヌーイの定理を考える。計算条件は，点 A と G は大気に接しているため

pA=pG=0.0Pa，基準面を点 G の位置に設定すれば，点 G の位置水頭 zG=0.0m となる。水槽内の流

速はほぼないため，点 A の流速 UA=0.0m/s である。これらを整理するとベルヌーイの式は以下

のようになる。 

g
UhL G

2
0000)(

2

++=+++ 　　　　　  

  (点 A)       =      (点 D) 
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 整理すると以下のようになる。 

          )(2 hLgUG +=  

3-3-B2 

大気中を流出する水の運動は，質点系の力学と同様に以下の式で，水平距離 x と鉛直距離 y を

計算することができる。 

      水平距離 tUx ⋅=   ， 鉛直距離 
2

2
1 tgy ⋅⋅=  

水平距離 x と鉛直距離 y の式の t を消去して整理すると以下のようになる。 

g
yUx 2

=  

ここで，地面から水槽の流出孔の位置を y として，トリチェリの定理を用いて流出孔からの断面

平均流速 U を求めることで，水平距離 x を求めることができる。 

     鉛直距離 y        hhhy =+=
22

 

        断面平均流速 U     ghhgU ==
2

2  

        水平距離 x        h
g
hghx 41.12
=⋅=  

3-3-B3 

パイプの出口位置と h だけ落下した位置でベルヌーイの式を考えることで計算できる。 

まず，h だけ落下した位置の断面平均流速 U の計算を行う。連続式より，h だけ落下した位置

の断面平均流速 U を計算すると以下のようになる。 

00 UAUAQ ⋅=⋅=  

02

2
0

2

2
0

0
0

4/
4/

U
D
D

D
D

U
A
A

U =
⋅
⋅

=⋅=
π
π

  

ここで，A は h だけ落下した位置の流水断面積である。 

次にベルヌーイの式を考える。基準面は h だけ落下した位置とする。パイプの出口位置および

h だけ落下した位置では大気中に接しているため圧力 p は 0.0Pa である。これらの条件より，以

下のようになる。 

g
U

g
Uh

2
00

2
0

22
0 ++=++  

g
U

g
U

h
22

22
0 =+  

連続式から求めた断面平均流速 U を代入すると 
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2

2

2
0

2
0

2
0

22 







=+

D
D

g
U

g
U

h  

2

2

2
0

2
0

12








=+

D
D

h
U

g  

1

2
0

4
0

4 12
−









+=

U
ghDD  

4/1

2
0

0 12
−









+=

U
ghDD   

3-3-B4 

■水槽 1 

     トリチェリの定理を利用することで，断面平均流速 U1 を計算することができる。 

ghU 21 =  

■水槽 2 

  トリチェリの定理は，流体の密度に依存しないため，水槽 1 と同様の結果となる。 

ghU 22 =  

■水槽 3 

   ベルヌーイの定理は，密度が一様な流体のみで適用できることから，点 A と B でベルヌー

イの式を考える。図のように基準面を点 B の位置に設定した場合，点 B の位置水頭 zB=0.0m

となる。また，点 B は大気に接しているため pB=0.0Pa，点 A では流体の出口から十分に離れ

ていることから断面平均流速 UA=0.0m/s とすれば，ベルヌーイの式は以下のようになる。 

 

 

g
U

g
ph A

2
000

2

2
3++=++ 　　　　

ρ
 

             (点 A)       =       (点 B) 

整理すると以下のようになる。 

1ρ
流体1

3U2
h

2ρ
流体2

水槽3

点A

点B

2
h
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AphgU
ρ
2

3 +⋅=  

ここで，点 A に作用する圧力 pAを，流体 1 の静水圧とすれば以下のようになる。 

点 A の圧力    
21
hgpA ρ=   (流体 1 の静水圧) 

     断面平均流速    )
2

(2
1

2
3

hghgU ρ
ρ

+⋅=  

gh)1(
2

1

ρ
ρ

+=  

流体の密度がρ1<ρ2 のときの流速が早くなる順番は，下記のようになる。各水槽の断面平均流

速を整理すると， 

  水槽 1 と 2      ghUU 221 ==  

水槽 3          ghU )1(
2

1
3 ρ

ρ
+=  

ρ1<ρ2 のとき，水槽 3 の式は 0.21
2

1 <







+
ρ
ρ となるため，水槽 3 の断面平均流速は，水槽 1 と 2

より小さくなる。 

したがって，各水槽の断面平均流速の順番は，以下となる。 

         (水槽 1)  =  (水槽 2)  > (水槽 3)   

 

３－４  

予習 

１．地球の重力場では， 

gdttUdt
dt

tdUtUdttU +=+=+ )()()()(  

宇宙区間では， 
)()( tUdttU =+   

２． 

2211 UmUmM ==  より 

kg35.0
20

352.0

2

11
2 =

×
==

U
Um

m  
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演習問題 Ａ 

3-4-A1 

（1） 

N1.65

4.2
4

12.014.31000
4

2
2

2
1

2
2

11

=

×
×

×==== UDAUQUF πρρ  

（2）噴流と板との相対速度は， 21 UU + であるから，見かけ上、 AUUQ )( 21 += となる。

したがって， 

N6.88

)4.04.2(
4

12.014.31000

)(
4

)()(

2
2

2
21

2
2

2121

=

+×
×

×=

+=+=+= UUDUUAUUQF πρρρ

 

3-4-A2 

  連続の式より， 12 UU =    

  運動量保存則は， FQUQU −=−− )( 12 ρρ となるから， 

N7.25

6.1
4

08.014.3100022 2
2

2
121

=

×
×

××==+= AUQUQUF ρρρ  

3-4-A3 

s/m0248.0

30sin
10004

8.94.014.3sin
4

3

22

=

×
××

== θ
ρ

π PWDQ  

 

演習問題 Ｂ 

3-4-B1 

  m/s539.3
12.014.3

04.04
4/ 22

1
1 =

×
×

==
D

QU
π

 

  m/s962.7
08.014.3

04.04
4/ 22

1
2 =

×
×

==
D

QU
π

 

( )

( ) Pa1043.25539.3962.7
2

1000

222

322

2
1

2
2

2
1

2
2

1

×=−=

−=









−= UU

g
U

g
U

gp ρρ
 

x 方向の運動量保存則より， 

x
x FDpQUQU

dx
dM

−=−=
4

cos
2

1
112
π

ρθρ  
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N2.153
4

12.014.31043.25)30cos962.7539.3(04.01000

4
)cos(

4
cos

2
3

2
1

121

2
1

121

=

×
××+×−××=

+−=+−=



DpUUQDpQUQUFx
π

θρ
π

θρρ

   

 一方，y 方向の運動量保存則より，Fy を上向きに正とすると， 

y
y FQU

dx
dM

=−= 0sin2 θρ  

N2.159
30sin962.704.01000sin2

=

×××== θρQUFy  

  したがって， 

N221

2.1592.153 2222

=

+=+= yx FFF  

3-4-B2 

板に垂直方向の運動量保存則より， 

FUQ −=− θρ cos0 11  

よって， θρ cos11UQF =  

 一方，板に沿う方向の運動量保存則を考えると， 

0sin113322 =−− θρρρ UQUQUQ  

断面Ⅰ，Ⅱ，Ⅲで圧力は全てゼロなので，ベルヌーイの式から 321 UUU == とな

る。連続の式は 321 QQQ += となるので，これらの関係を上式に代入して整理する

と， 

2
sin1,

2
sin1

1

3

1

2 θθ −
=

+
=

Q
Q

Q
Q

　　  

となる。 
3-4-B3 

合流前後（断面ⅠとⅡ）で x 方向の運動量保存則（全水路幅当たりの比力が等し

い）を考えると， 

( )










+=××


































+
2

22
2

1

2

2
1

2
2

2
12

2

22 gh
BQh

B
gh

B
Q

hB  



22 
 

( ) ( )
2

22
2

1

22
1

22
/

2 gh
BQh

gh
BQh

+=+  

 両辺に 2h1/h23 を乗じ， ( ) )/(,/ 3
2

22
21 ghBQFhh r ==λ とおいて整理すると，次式

となる。 

( ) 021 223 =++− rr FF λλ  

上式にB＝10m，Q＝25m3/s，h2＝1.4mを代入し，ニュートン・ラフソン法を用いて解

けば，下表のようである（λの初期値を1.0とする）。 

λ )(λf  ( )22 213)(' rFf +−= λλ  
)('
)(
λ
λ

λ
f
f

−  

1.000 -0.232 1.535 1.151 

1.151 0.072 2.512 1.123 
1.123 0.003 2.316 1.121 

1.121 0.000 2.308 1.121 

 よって，λ＝1.12である。 
 
 

３－５  

予習 

１． 

)()( 212121 yyixx +++=+ωω  

 )()( 1221212121 yxyxiyyxx ++−=×ωω  

 
2
2

2
2

2112
2
2

2
2

2121

2

1

yx
yxyx

i
yx

yyxx
+
−

+
+
+

=
ω
ω  

 )2()( 11
2
1

2
1

2
1 yxiyx +−=ω  

２． θθω innnin erre == )(  

３．
v
dy

u
dx

= より、
223 x

dydx
=  

 → dydxx 32 2 =  

これを積分すると， Cxy += 33 となり，原点（0,0）を通る流線上では，C=0 とな

る。よって， 

3

3xy =  
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また， 0)2(3 2

=
∂

∂
+

∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

y
x

xy
v

x
u  

より，連続の式を満足する。 
 

演習問題 Ａ 

3-5-A1 

(a) 02)()(
≠=

∂
−∂

−
∂

∂
=

∂
∂

−
∂
∂

= k
x
kx

y
ky

x
v

y
u

zγ  

(b) 022)42()23( 2

=+−=
∂
+−∂

−
∂
−∂

=
∂
∂

−
∂
∂

=
x

yx
y

yx
x
v

y
u

zγ  

(c) 

02
sin
1sin

cos
1cos

)cos()sin()cos()sin(

2 ≠−=





−+−=

∂

∂
−

∂

−∂
=

∂

∂
−

∂

−∂
=

∂
∂

−
∂
∂

=

rrrrr

dx
dr

dy
dr

x
r

y
r

x
v

y
u

z

θ
θ

θ
θ

θ
θ

θ
θ

θ

θθθ

γ
 

 よって，答えは(b) 
3-5-A2 

)cossin()sincos(
))(sin(cos

δδδδ
δδωδ

yxiCyxC
iyxiCCe i

−−+=
+−==Ω −

 

  よって， 

δφδφ
δδψδδφ

sin,cos

)cossin(),sincos(

C
y

vC
x

u

yxCyxC

=
∂
∂

==
∂
∂

=

−−=+=

　

　

 

3-5-A3 

  θθ
ω

θ
θ sin1cos11 C

r
iC

r
Ce

rre
CC i

i −====Ω −  

よって， 

r
C

r
C θψθφ sin,cos

−== 　  

   
2

cos
r

C
rr

ur
θ

θ
ψφ

−=
∂
∂

=
∂
∂

= ，
2

sin
r

C
rr

u θψ
θ
φ

θ −=
∂
∂

−=
∂
∂

=  

 

演習問題 Ｂ 

3-5-B1 

 

x
y

xyx
y

v

yx
x

xyx
x

u

3)3(

33)3(

3

2
3

−=
∂
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ψ の定義より， 

)(
2
33)33(

)(
2
33

222

2

xCyyxdyyxudy

yCxxdxvdx

+−=−==

+==−=

∫∫

∫∫

ψ

ψ
 

よって， 

Cyxyx +−+= 222

2
3

2
33ψ  

（ )(),( yCxC はそれぞれ，x，y のみの関数，C は定数） 
3-5-B2 

ψφ
ω

i
yyxixyxiyx

+=
−+−=+==Ω )3()3()( 322333

 

 よって， 

23 3xyx −=φ ， 323 yyx −=ψ  

Cφφ = ：一定， Cψψ = ：一定と置いて図示すると，以下のようである。 

 
また， 
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3-5-B3 
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    また， 

θθφ cos1cos 2
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