
工業力学 Let’s Try! 

12 章 

 

１）*2 について 

任意の時刻 t における質点の座標を r(x,y,z)，速度を v(vx,vy,vz)，運動量を P（Px,Py,Pz），そして角運動

量を L（Lx,Ly,Lz）とすと，ベクトルの外積を求めると， 

ࡸ   ൌ ࢘ ൈ ࡼ ൌ ࢘ ൈ݉࢜ ൌ ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൈ ൫݉ݒ௫,݉ݒ௬,݉ݒ௭൯ 

     ൌ ൫ݕ ∙ ௭ݒ݉ െ ݖ ∙ ,௬ݒ݉ ݖ ∙ ௫ݒ݉ െ ݔ ∙ ,௭ݒ݉ ݔ ∙ ௬ݒ݉ െ ݕ ∙ ௫൯ݒ݉ ൌ ሺܮ௫, ,௬ܮ  ௭ሻܮ

と求まる。 

 

２）*3 について 

 式 12-2 において，質点 miに関する式の両辺に，位置ベクトル riを外積を作るように掛けてからすべ

ての i(i=1~n)について加え合わせると，次式を得る。 

  ∑ ሺ࢘௜ ൈ ݉௜
ௗమ࢏࢘
ௗ௧మ

ሻ ൌ ∑ ሺ࢘௜ ൈ ௜ࡲ
௡
௜ୀଵ

௡
௜ୀଵ ሻ 

                 ൅࢘ଵ ൈ ଵଶࡲ ൅ ଵ࢘ ൈ ଵଷࡲ ൅ ଵ࢘ ൈ ଵସࡲ ൅∙∙∙ ൅࢘ଵ ൈ   ଵ௡ࡲ

            ൅࢘ଶ ൈ ଶଵࡲ 																				൅ ଶ࢘ ൈ ଶଷࡲ ൅ ଶ࢘ ൈ ଶସࡲ ൅∙∙∙ ൅࢘ଶ ൈ   ଶ௡ࡲ

            ൅࢘ଷ ൈ ଷଵࡲ ൅ ଷ࢘ ൈ ଷଶࡲ 																				൅ ଷ࢘ ൈ ଷସࡲ ൅∙∙∙ ൅࢘ଷ ൈ   ଶ௡ࡲ

                             ……………… 

                             ……………… 

            ൅࢘௡ ൈ ௡ଵࡲ ൅ ௡࢘ ൈ ௡ଶࡲ ൅ ௡࢘ ൈ ௡ଷࡲ ൅∙∙∙ ൅࢘௡ ൈ  ①   ௡ሺ௡ିଵሻࡲ

となる。 

 作用・反作用の法則より，ࡲ௝௜ ൌ െࡲ௜௝ が成り立つので，右辺に現れる内力ࡲ௜௝	ሺただし	݆ ് ݅)に関係す

る項の和は， 

௜࢘   ൈ ௜௝ࡲ ൅ ௝࢘ ൈ ௝௜ࡲ ൌ ൫࢘௝ െ ௜൯࢘ ൈ ሺ݆			௝௜ࡲ ് ݅ሻ  ② 

となる。ここで，ベクトル࢘௝ െ  ，௝௜は平行であるから，これらの外積はゼロとなりࡲ௜と࢘

௜࢘   ൈ ௝௜ࡲ ൅ ௝࢘ ൈ ௜௝ࡲ ൌ 0			ሺ݆ ് ݅ሻ  ③ 

となる。 

以上より，式①の右辺の内力に関する項はすべて消去され，式 12-25 に示される次式が成り立つ。 

  ∑ ሺ࢘௜ ൈ ݉௜
ௗమ࢘೔
ௗ௧మ

ሻ ൌ ∑ ሺ࢘௜ ൈ ௜ሻࡲ
௡
௜ୀଵ

௡
௜ୀଵ   ④  （12-25） 

 

３）*4 について 

任意の固定点 Oまわりの全角運動量の式は，式 12-28 より 

ࡸ ൌ ∑ ሺ࢏࢘ ൈ ݉௜࢏࢜ሻ
௡
௜ୀଵ    ① 

と表される。 

質点系内の質点 mi (i=1~n) に関して，点 Oを始点とする位置ベクトルを ri，重心 Gを始点とする位置

ベクトルを ri’，点 Oを始点とする重心の位置ベクトルを rGとすると，ri = rG+ ri’が成り立つ。同様に，

速度についても，vi = vG+ vi’ が成り立つ。これらを用いて，式①を書き直すと， 

ࡸ  ൌ ∑ ሼሺீ࢘ ൅ ௜࢘
ᇱሻ ൈ ݉௜ሺீ࢜ ൅ ௜࢜

ᇱሻሽ௡
௜ୀଵ  

  ൌ ீ࢘ ൈ ீ࢜ܯ ൅ ீ࢘ ൈ ሺ∑ ݉௜࢜௜
ᇱሻ௡

௜ୀଵ ൅ ሺ∑ ݉௜࢘௜
ᇱሻ ൈ ீ࢜ ൅

௡
௜ୀଵ ሺ∑ ௜࢘

ᇱ ൈ ݉௜࢜௜
ᇱሻ௡

௜ୀଵ   ② 

となる。ただし，ܯ ൌ ∑ ݉௜
௡
௜ୀଵ である。また，位置ベクトル ri’で表した重心 rG’ はゼロであるので，



∑ ݉௜࢘௜
ᇱ௡

௜ୀଵ ൌ 0，∑ ݉௜࢜௜
ᇱ ൌ 0௡

௜ୀଵ  が成り立つ。これを用いると，式②の全角運動量 L は， 

 Lൌ ீ࢘ ൈீ࢜ܯ ൅  ③  ீࡸ

となる。これを時間微分し，式 12-6 に示す ܯௗమࡳ࢘
ௗ௧మ

ൌ ∑ ௜ࡲ
௡
௜ୀଵ  を用いると， 

  
ௗࡸ

ௗ௧
ൌ ீ࢘ ൈ ∑ ௜ࡲ

௡
௜ୀଵ ൅

ௗࡸಸ
ௗ௧

  ④ 

と求まる。 

 次に，式 12-27 に示す 
ௗࡸ

ௗ௧
ൌ  。の右辺の合モーメントについて考える ࡺ

ࡺ   ൌ ∑ ሺீ࢘ ൅ ௜࢘
ᇱሻ௡

௜ୀଵ ൈ ௜ࡲ ൌ ∑ ሺீ࢘ ൈ ௜ሻࡲ
௡
௜ୀଵ ൅ ∑ ሺ࢘௜

ᇱ ൈ ௜ሻࡲ
௡
௜ୀଵ ൌ ீ࢘ ൈ ∑ ௜ࡲ

௡
௜ୀଵ ൅ ∑ ሺ࢘௜

ᇱ ൈ ௜ሻࡲ
௡
௜ୀଵ   ⑤ 

となる。ここで，全外力の重心 G まわりの合モーメント NG 

ࡳࡺ   ൌ ∑ ሺ࢘௜
ᇱ ൈ ௜ሻࡲ

௡
௜ୀଵ   ⑥ 

を用いると， 

ࡺ   ൌ ீ࢘ ൈ ∑ ௜ࡲ
௡
௜ୀଵ ൅  ⑦  ࡳࡺ

となる。 

 式 12-27 に示す ௗࡸ
ௗ௧
ൌ に，式④と式⑦を代入すると，式 ࡺ 12-29 に示す 

  
ௗࡸಸ
ௗ௧

ൌ  （12-29）  ⑧  ீࡺ

が求まる。 

 

４）*5 について 

・並列の場合 

 k1，k2それぞれの伸びは等しいので，これを δとする。また，各ばねに発生する復元力を，f1，f2とす

ると，フックの法則から，次式が成り立つ。 

  f1=k1･δ，f2=k2･δ 

復元力に関しては，f=f1+f2 であるので，f=f1+f2= k1･δ+ k2･δ=( k1+ k2)δとなり，合成後のばね定数は， 

݇ ൌ ݇ଵ ൅ ݇ଶ  

となる。 

・直列の場合 

 k1，k2 それぞれの伸びを δ1，δ2 とする。また，各ばねに発生する復元力は等しいので，これを f とす

るとフックの法則から，次式が成り立つ。 

  f=k1･δ1，f=k2･δ2 

合成後のばねの伸びを δとすると，δ=δ1+δ2である。また，フックの法則から， 

  f=k･δ=k･(δ1+δ2)=k･(1/k1+1/k2)･f 

であるので，k･(1/k1+1/k2)=1 となり，合成後のばね定数は， 

  1/k=1/k1+1/k2 ，つまり ݇ ൌ
௞భ௞మ
௞భା௞మ

  

となる。 

 


