
1 
 

機械力学 第 3 章  

演習問題Ａの解答 

3-A1 図 3-1 に示すばね-質量系において，m = 2kg，k = 100 N/m であるとき，振動系の固有角振

動数 ωn [rad/s]と周期 Tn [s]を求めよ。 

解）式 3-14 において， 

 ߱௡ ൌ ට௞

௠
ൌ ටଵ଴଴

ଶ
≅ 7.071	rad/s である。 

よって， ௡݂ ൌ
ఠ೙
ଶగ
ൌ

ଵ

ଶగ
ටଵ଴଴

ଶ
≅ 1.125	Hz， ௡ܶ ൌ

ଵ

௙೙
≅ 0.889	s となる。 

 

3-A2 長さが 200mm の単振り子の固有振動数 fn [Hz]を求めよ。 

解）式 3-22 より 

 ௡݂ ൌ
ଵ

ଶగ
ට
௚

௟
ൌ

ଵ

ଶగ
ටଽ.଼ଵ

଴.ଶ
≅ 1.115	Hz となる。 

 

3-A3 図 3-7 に示すねじり振動系において，I = 5.5×10-2kgm2，Kt =2.2×104 Nm/rad であるとき，

振動系の固有振動数 fn [Hz]と周期 Tn [s]を求めよ。 

解）式 3-30 より 

 ߱௡ ൌ ට௄೟
ூ
ൌ ට ଶ.ଶൈଵ଴ర

ହ.ହൈଵ଴షమ
≅ 632.456	 rad/s である。 

よって， ௡݂ ൌ
ఠ೙
ଶగ
≅ 100.658Hz, ௡ܶ ൌ

ଵ

௙೙
≅ 9.935 ൈ	10ିଷs となる。 

 

3-A4 図 3-8 に示すばね-質量-ダンパ系において，m= 1kg，k=10000 N/m，c=10[Ns/m]であるとき，

振動系の減衰固有振動数 fd [Hz]と減衰比 ζ を求めよ。 

解）式 3-39 より 

  ζ ൌ
௖

ଶ√௠௞
ൌ

ଵ଴

ଶ√ଵൈଵ଴଴଴଴
ൌ 0.05 を得る。式 3-50 より， 

 ௗ݂ ൌ
ଵ

ଶగ
ඥ1 െ ζଶ߱௡ ൌ

ଵ

ଶగ
√1 െ 0.05ଶට

ଵ଴଴଴଴

ଵ
≅ 15.896Hz となる。 

 

演習問題 B の解答 

3-B1 図 3-8 に示すばね-質量-ダンパ系において，m= 5kg，k=200 N/m，c=10 Ns/m であるとき，

初期条件 x(0)=0.1m，v(0)=0.01m/s として，自由振動の解を求めよ。 

解）まず，減衰比ζを求める。 

式 3-39 より 

  ζ ൌ
௖

ଶ√௠௞
ൌ

ଵ଴

ଶ√ହൈଶ଴଴
≅ 0.158 を得る。0 ൏ ζ ൏ 1であるので，解 x(t)は，式 3-46 で与えられる。ここ

で，式 3-50 より， 

 ߱ௗ ൌ ඥ1 െ ζଶ߱௡ ൌ √1 െ 0.158ଶට
ଶ଴଴

ହ
ൌ 0.987 ൈ 6.325 ≅ 6.245rad/s となる。 

よって式 3-46 は， 
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ሻݐሺݔ  ൌ ݁ି଴.ଵହ଼ൈ଺.ଷଶହ௧ ቀ0.1cos6.245ݐ ൅
଴.଴ଵା଴.ଵହ଼ൈ଺.ଷଶହൈ଴.ଵ

଺.ଶସହ
sin6.245ݐቁ 

      ൌ ݁ି௧ሺ0.1	cos6.245ݐ ൅ 0.0176	sin6.245ݐሻ ≅ ݁ି௧ሺ0.1	cos6.245ݐ ൅ 0.018	sin6.245ݐሻ 

 となる。 

 

3-B2 図 3-8 に示すばね-質量-ダンパ系において，m= 1kg，k=10kN/m，c=100 Ns/m であるとき，

振動系の減衰比 ζ と 対数減衰率 δを求めよ。 

解）まず，減衰比ζを求める。 

式 3-39 より 

  ζ ൌ
௖

ଶ√௠௞
ൌ

ଵ଴଴

ଶ√ଵൈଵ଴଴଴଴
ൌ 0.5 を得る。これを式 3-54 に代入して， 

 δ ൌ
ଶగ఍

ඥଵି఍మ
ൌ

ଶൈగൈ଴.ହ

ඥଵି଴.ହమ
≅ 3.628 となる。 

 

3-B3 図アに示すように液体の中に慣性モーメント I [kgm2]の円板が浸され，円板と壁が弾性軸で

結合されたねじり振動系がある。初期回転変位 θ0 [rad]を与えて，静かに放す（角速度 ω0＝0rad/s）。

自由振動の運動方程式，固有角振動数，減衰比，応答を求めよ。ただし，ねじりばねのねじり剛性

Kt[Nm/rad]は，横弾性係数を G[N/m2]として，Kt =πGd 4/(32l) と表される。また，ねじり減衰係

数を ct [Nms/rad]，ねじりばねの慣性モーメントは円板のそれと比較して，無視できるものとする。 

解）自由振動の運動方程式は，次式となる。 

ሷߠܫ  ൅ ܿ௧ߠሶ ൅ ߠ௧ܭ ൌ 0  

１）0＜ζ＜1 の場合 

直線系の質量-バネ-ダンパ系の運動方程式 3-32 と比較して， 

非減衰固有角振動数 ߱௡ ൌ ට௄೟
ூ
ൌ ටగீௗర

ଷଶ௟ூ
ൌ

ௗమ

ସ
ටగீ

ଶ௟ூ
  

減衰固有角振動数 ߱ௗ ൌ ඥ1 െ  ଶ߱௡ߞ

減衰比 ζ ൌ
௖೟
௖೎
ൌ

௖೟
ଶඥூ௄೟

ൌ
௖೟
ଶ
ට ଷଶ௟

గீௗరூ
ൌ

ଶ௖೟
ௗమ
ට ଶ௟

గீூ
   となる。 

応答は， ߠሺݐሻ ൌ ݁ି఍ఠ೙௧ ൬ߠ଴ cosඥ1 െ ݐଶ߱௡ߞ ൅
ఠబା఍ఠ೙ఏబ
ఠ೙ඥଵି఍మ

sinඥ1 െ ൰ となるが，初期条件ݐଶ߱௡ߞ

߱଴ ൌ 0 を代入して， 

ሻݐሺߠ    ൌ ଴݁ି఍ఠ೙௧ߠ ൬cosඥ1 െ ݐଶ߱௡ߞ ൅
఍

ඥଵି఍మ
sinඥ1 െ  ൰ݐଶ߱௡ߞ

が得られる。 

２）ζ＝1 の場合 

非減衰固有角振動数 ωn と 減衰比 ζは，上記１）の場合と同じに表される。 

 応答は，式 3-44 より， 

ሻݐሺߠ   ൌ ሺܦଵ ൅ ݔሻ݁ݐଶܦ  ①        ሻݐሺെ߱௡݌

となる。この式の両辺を時間で微分して， 

ሻݐሶሺߠ   ൌ ሺܦଶ െ ߱௡ܦଵെ߱௡ܦଶݐሻ݁ݔ  ②    ሻݐሺെ߱௡݌

となる。式①，②に初期条件として，ߠሺ0ሻ ൌ ሶሺ0ሻߠ	,଴ߠ ൌ ߱଴	とおくと，ߠ଴ ൌ ߱଴	 ଵ,ܦ ൌ ଶܦ െ ߱௡ܦଵ 

を得る。よって， 	ܦଶ ൌ ߱଴ ൅ ߱௡ߠ଴ となる。ここでは，߱଴ ൌ 0 であるので，応答①は， 
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ሻݐሺߠ   ൌ ଴ሺ1ߠ ൅ ߱௡ݐሻ݁ݔ ሻݐሺെ߱௡݌ ൌ ଴ሺ1ߠ ൅ ߱௡ݐሻ݁ିఠ೙௧ 

となる。 

３）ζ＞1 の場合 

非減衰固有角振動数 ωn と 減衰比 ζは，上記１）の場合と同じに表される。 

 上記２）と同様に，応答は式 3-43 より 

ሻݐሺߠ    ൌ ݌ݔଵ݁ܦ ቊቆെߞ ൅ ටζ
ଶ
－１ቇ߱௡ݐቋ ൅ ݌ݔଶ݁ܦ ቊቆെߞ െ ටζ

ଶ
－１ቇ߱௡ݐቋ   ① 

となる。この式の両辺を時間で微分して， 

ሻݐሶሺߠ    ൌ ቆെߞ ൅ ටζ
ଶ
－１ቇ߱௡ܦଵ݁݌ݔ ቊቆെߞ ൅ ටζ

ଶ
－１ቇ߱௡ݐቋ 

     ൅ቆെߞ െ ටζ
ଶ
－１ቇ߱௡ܦଶ݁݌ݔ ቊቆെߞ െ ටζ

ଶ
－１ቇ߱௡ݐቋ    ② 

を得る。式①，②に初期条件として，ߠሺ0ሻ ൌ ሶሺ0ሻߠ	 ,଴ߠ ൌ ߱଴	 とおくと， 

଴ߠ  ൌ ଵܦ ൅  ③   ଶܦ

 ߱଴ ൌ ቆെߞ ൅ ටζ
ଶ
－１ቇ߱௡ܦଵ ൅ ቆെߞ െ ටζ

ଶ
－１ቇ߱௡ܦଶ   ④ 

を得る。式③，④を行列で表すと，次式のようになる。 

 ൤
଴ߠ
߱଴
൨ ൌ ቎

1 1

ቆെߞ ൅ ටζ
ଶ
－１ቇ߱௡ ቆെߞ െ ටζ

ଶ
－１ቇ߱௡

቏ ൤
ଵܦ
ଶܦ
൨  ⑤ 

よって， 

 ൤
ଵܦ
ଶܦ
൨ ൌ ቎

1 1

ቆെߞ ൅ ටζ
ଶ
－１ቇ߱௡ ቆെߞ െ ටζ

ଶ
－１ቇ߱௡

቏

ିଵ

൤
଴ߠ
߱଴
൨ 

 ൌ
ିଵ

ଶఠ೙ටζ
మ
－１

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ ቆെߞ െ ටζ

ଶ
－１ቇ߱௡ െ1

െቆെߞ ൅ ටζ
ଶ
－１ቇ߱௡ 1

ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

൤
଴ߠ
߱଴
൨ ൌ

ଵ

ଶఠ೙ටζ
మ
－１

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ ቆߞ ൅ ටζ

ଶ
－１ቇ߱௡ߠ଴ ൅ ߱଴

ቆെߞ ൅ ටζ
ଶ
－１ቇ߱௡ߠ଴ െ ߱଴ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې

  

                                        ⑥ 

となる。ここでは，߱଴ ൌ 0 であるので， 

 ൤
ଵܦ
ଶܦ
൨ ൌ

ଵ

ଶටζ
మ
－１

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ ቆߞ ൅ ටζ

ଶ
－１ቇߠ଴

ቆെߞ ൅ ටζ
ଶ
－１ቇߠ଴ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې

  ⑦ 

となる。よって，応答①は， 

ሻݐሺߠ   ൌ ݌ݔଵ݁ܦ ቊቆെߞ ൅ ටζ
ଶ
－１ቇ߱௡ݐቋ ൅ ݌ݔଶ݁ܦ ቊቆെߞ െ ටζ

ଶ
－１ቇ߱௡ݐቋ 

     ൌ
൭ߞ൅ටζ

2
－１൱0ߠ

2ටζ
2
－１

݁
൭െߞ൅ටζ

2
－１൱߱݊ݐ

	൅
ቆെߞ൅ටζ2－１ቇ0ߠ

2ටζ2－１

݁
൭െߞെටζ

2
－１൱߱݊ݐ

    ⑧ 

となる。 


