
yokoyama-pc
長方形
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演習問題Ａ1 ①たわみの微分方程式 

[解答] 

2/0 lx ≤≤  

2
1

2

d v P x
dx EI

=  

21
1 12

dv P x C
dx EI

θ = = +     (1) 

3
1 1 26

Pv x C x C
EI

= + +     (2) 

lxl ≤≤2  

2
2

2
1 2

2
d v PlPx
dx EI

 = − 
 

 

22
2 1

1
2

dv PlPx x D
dx EI

θ  = = − + 
 

    (3) 

3 2
2 1 2

1
3 4
Pl Plv x x D x D

EI
 = − + + 
 

    (4) 

固定端の境界条件： lx = で 2
2 0dv

dx
θ = =     ①， 2 0v =     ② 

はりの連続条件： 2lx = で 1 2
1 2

dv dv
dx dx

θ θ= = =     ③， 1 2v v=     ④ 

式(3)，式①より，

2
22

2 1
1 0

2
dv PlPl D
dx EI

θ
 

= = − + = 
 

    
EI

PlD
2

2

1 −=∴  

式(4)，式②より，

3 3 3

2 2
1 0

3 4 2
Pl Pl Plv D

EI EI
 

= − − + = 
 

    
EI

PlD
12
5 3

2 =∴  

式(1),(3)，式③より，
EI

PlPlPl
EI

C
EI

Pl
244

1
8

222

1

2

+







−=+     

EI
PlC

8
5 2

1 −=∴  

式(2),(4)，式④より，
EI

Pl
EI

PlPlPl
EI

C
EI

Pl
EI

Pl
12
5

41624
1

16
5

48

3333

2

33

+−







−=+−  

A B

PP

EI
l /2 l /2

 
片持ちばり(1) 
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EI

PlC
16
7 3

2 =∴  

  
EI
Plx

EI
P

8
5

2

2
2

1 −=θ          
EI

Plx
EI
Plx

EI
P

22

2
2

2 −−=θ  

2 3
3

1
5 7

6 8 16
P Pl Plv x x
EI EI EI

= − +      

2 3
3 2

2
5

3 4 2 12
P Pl Pl Plv x x x
EI EI EI EI

= − − +  

 

演習問題Ａ1 ②たわみの微分方程式 

 

[解答] 

2/0 lx ≤≤  

2
1

2
1d v M x

dx EI l
 =  
 

 

21
1 1

1
2

dv M x C
dx EI l

θ  = = + 
 

    (1) 

3
1 1 2

1
6
Mv x C x C

EI l
 = + + 
 

    (2) 

lxl ≤≤2  

2
2

2
1d v M x M

dx EI l
 = − 
 

 

22
2 1

1
2

dv M x Mx D
dx EI l

θ  = = − + 
 

    (3) 

3 2
2 1 2

1
6 2
M Mv x x D x D

EI l
 = − + + 
 

    (4) 

単純支持の境界条件： 0=x で 1 0v =     ①， lx = で 2 0v =     ② 

はりの連続条件： 2lx = で 1 2
1 2

dv dv
dx dx

θ θ= = =     ③， 1 2v v=     ④ 

 

A B

l /2 l /2

M

EI EI

 
単純ばり(2) 
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式(2)，式①より， 1 2 0v C= =    

式(4)，式②より，

2 2

2 1 2
1 0

6 2
Ml Mlv D l D

EI
 

= − + + = 
 

 
EI

MlDlD
3

2

21 =+∴   (5) 

式(1),(3)，式③より， 11 288
D

EI
Ml

EI
MlC

EI
Ml

+−=+     
EI

MlDC
211 −=−∴   (6) 

式(2),(4)，式④より， 21

22

1

2

2848248
DlD

EI
Ml

EI
MllC

EI
Ml

++−=+  

 ( )
EI

MlDlDC
82

2

211 −=−−∴   (7) 

式(6),(7)より，
EI

MlD
EI

Ml
88

2

2

2

−=−−        
EI

MlD
8

2

2 −=∴   (8) 

式(5),(8)より，
EI

Ml
EI

MllD
38

22

1 =−          
EI
MlD

24
11

1 =∴   (9) 

式(6),(9)より，
EI

Ml
EI
MlC

224
11

1 −=−         
EI

MlC
241 −=∴  

 

  
EI

Mlx
l

M
EI 242
1 2

1 −





=θ     

EI
MlMxx

l
M

EI 24
11

2
1 2

2 +





 −=θ  

3
1

1
6 24
M Mlv x x

EI l EI
 = − 
 

    

2
3 2

2
1 11

6 2 24 8
M M Ml Mlv x x x

EI l EI EI
 = − + − 
 
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演習問題Ａ2 ①たわみの微分方程式 

 

[解答] 

4

4
d v q
dx EI

=     (1) 

3

13
d v q x C
dx EI

= +     (2) 

2
2

1 22 2
d v q x C x C
dx EI

= + +     (3) 

3 21
2 36 2

Cdv q x x C x C
dx EI

θ = = + + +     (4) 

4 3 21 2
3 424 6 2

C Cqv x x x C x C
EI

= + + + +     (5) 

固定端の境界条件： 0=x で 0dv
dx

θ = =     ①， 0v =     ② 

また， lx = で せん断力 0=Q     ③， lx = で 曲げモーメント 0=M     ④ 

式(4)，式①より， 03 == Cθ    

式(5)，式②より， 4 0v C= =    

式(2)，式③より，

3

13 0d v ql C
dx EI

= + =      
EI
qlC −=∴ 1  

式(3)，式④より，

2 2 2

22 0
2

d v ql ql C
dx EI EI

= − + =   
EI

qlC
2

2

2 =∴  

  

2
3 2

6 2 2
dv q ql qlx x x
dx EI EI EI

θ = = − +   

l
A B

q

x

y

EI

 
片持ちばり(1) 
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2
4 3 2

24 12 4
q ql qlv x x x
EI EI EI

= − +   

 

演習問題Ａ2 ②たわみの微分方程式 

 

[解答] 

2/0 lx ≤≤  

4
1

4 0d v
dx

=     (1) 

3
1

13

d v C
dx

=     (2) 

2
1

1 22

d v C x C
dx

= +     (3) 

21 1
1 2 32

dv C x C x C
dx

θ = = + +     (4) 

3 21 2
1 3 46 2

C Cv x x C x C= + + +     (5) 

単純支持の境界条件： 0=x で 1 0v =     ① 

はりの連続条件： 2lx = で 1
1 0dv

dx
θ = =     ② 

また， 0=x で せん断力
2
PQ =     ③，曲げモーメント 0=M     ④ 

式(2)，式③より，

3
1

13 2
d v Q PC
dx EI EI

= = − = −  

式(3)，式④より，

2
1

22 0d v C
dx

= =  

式(4)，式②より，

2
1

1 3 0
4 4

dv P l C
dx EI

θ = = − × + =   
EI

PlC
16

2

3 =  

P
A B

EI
x

l /2 l /2

y  

単純ばり(2) 
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式(5)，式①より， 1 4 0v C= =  

 

2
21

1 4 16
dv P Plx
dx EI EI

θ = = − +   

2
3

1 12 16
P Plv x x
EI EI

= − +   

 

lxl ≤≤2/  

4
2

4 0d v
dx

=     (6) 

3
2

13

d v D
dx

=     (7) 

2
2

1 22

d v D x D
dx

= +     (8) 

22 1
2 2 32

dv D x D x D
dx

θ = = + +     (9) 

3 21 2
2 3 46 2

D Dv x x D x D= + + +     (10) 

単純支持の境界条件： lx = で 2 0v =     ⑤ 

はりの連続条件： 2lx = で 2
2 0dv

dx
θ = =     ⑥ 

また， lx = で せん断力
2
PQ −=     ⑦，曲げモーメント 0=M     ⑧ 

式(7)，式⑦より，

3
2

13 2
d v Q PD
dx EI EI

= = − =  

式(8)，式⑧より，

2
2

22 0
2

d v Pl D
dx EI

= + =   
EI
PlD

22 −=  

式(9)，式⑥より，

2
2

2 3 0
4 4 2 2

dv P l Pl l D
dx EI EI

θ = = × − × + =   
EI

PlD
16
3 2

3 =  

式(10)，式⑤より，

3 3 3

2 4
3 0

12 4 16
Pl Pl Plv D

EI EI EI
= − + + =   

EI
PlD

48

3

4 −=  

 
EI

Plx
EI
Plx

EI
P

dx
dy

16
3

24

2
22

2 +−==θ   

2 3
3 2

2
3

12 4 16 48
P Pl Pl Plv x x x
EI EI EI EI

= − + −   
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演習問題Ａ3 弾性荷重法① 

 

[解答] 

0V =∑ ：
* 1 1 3 0

2 2 2 2 2 2 2A
Pl l Pl Pl lV
EI EI EI
− −   − × × − × − × =   

   
 

2
* * 5

8A A A
PlQ V
EI

θ = = = −  

(A) 0M =∑ ：
2 2 2

* 2 2 0
8 2 3 4 2 2 3 4 2 4A
Pl l Pl l l Pl l lM
EI EI EI

     − − −     + × × + × + × + × + =          
          

 

3
* 7

16A A
Plv M
EI

= =  

  

A B

PP

EI
l /2 l /2

A B共役ばり

-3Pl/2EI

-Pl/2EI

 
片持ちばり(1)－θＡおよび Ay  



8 
 

演習問題Ａ3 弾性荷重法② 

 

[解答] 

 

(B) 0M =∑ ：
* 0

2A
M lV l l
EI

− × × =  

* *

2A A A
MlQ V
EI

θ = = =  

(C) 0M =∑ ：
* * 0

2 2 4C A
l M l lM R

EI
− + × − × × =  

2 2 2
*

4 8 8C C
Ml Ml Mlv M

EI EI EI
= = − =  

  

l /2 l /2
EI EI

M M
A BC

共役ばり

C
A B

M/EI

 

単純ばり(2) －θＡおよび Cy
  



9 
 

演習問題Ｂ1 ①たわみの微分方程式 

 

 [解答] 

2/0 lx ≤≤  

2
1

2

d v M
dx EI

= −  

1
1 1

dv M x C
dx EI

θ = = − +     (1) 

2
1 1 22

Mv x C x C
EI

= − + +     (2) 

lxl ≤≤2  

2
2

2 2
d v M
dx EI

= −  

2
2 12

dv M x D
dx EI

θ = = − +     (3) 

2
2 1 24

Mv x D x D
EI

= − + +     (4) 

固定端の境界条件： lx = で 2
2 0dv

dx
θ = =     ①， 2 0v =     ② 

はりの連続条件： 2lx = で 1 2
1 2

dv dv
dx dx

θ θ= = =     ③， 1 2v v=     ④ 

式(3)，式①より， 2
2 1 0

2
dv Ml D
dx EI

θ = = − + =     
EI

MlD
21 =∴  

式(4)，式②より，

2 2

2 2 0
2

Ml Mlv D
EI EI

= − + + =     
EI

MlD
4

2

2 −=∴  

式(1),(3)，式③より，
EI

Ml
EI

MlC
EI

Ml
242 1 +−=+−     

EI
MlC

4
3

1 =∴  

式(2),(4)，式④より，
EI

Ml
EI

Ml
EI

MlC
EI

Ml
EI

Ml
44168

3
8

222

2

22

−+−=++−  
EI

MlC
16
5 2

2 −=∴  

  
EI
Mlx

EI
M

4
3

1 +−=θ          
EI

Mlx
EI
M

222 +−=θ  

2
2

1
3 5

2 4 16
M Ml Mlv x x
EI EI EI

= − + −     

2
2

2 4 2 4
M Ml Mlv x x
EI EI EI

= − + −  

A B

l /2 l /2

M

EI 2EI
 

片持ちばり(1) 
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演習問題Ｂ1 ②たわみの微分方程式 

 

[解答] 

2/0 lx ≤≤  

2
1

2
1

2
d v P x
dx EI

 = − 
 

 

21
1 1

1
4

dv P x C
dx EI

θ  = = − + 
 

    (1) 

3
1 1 2

1
12
Pv x C x C

EI
 = − + + 
 

    (2) 

lxl ≤≤2  

2
2

2
1

2 2 2
d v P Plx
dx EI

 = − 
 

 

22
2 1

1
2 4 2

dv P Plx x D
dx EI

θ  = = − + 
 

    (3) 

3 2
2 1 2

1
2 12 4

P Plv x x D x D
EI

 = − + + 
 

    (4) 

単純支持の境界条件： 0=x で 1 0v =     ①， lx = で 2 0v =     ② 

はりの連続条件： 2lx = で 1 2
1 2

dv dv
dx dx

θ θ= = =     ③， 1 2v v=     ④ 

式(2)，式①より， 1 2 0v C= =    

式(4)，式②より，

3 3

2 1 2
1 0

2 12 4
Pl Plv D l D

EI
 

= − + + = 
 

 
EI

PlDlD
12

3

21 =+∴   (5) 

式(1),(3)，式③より， 1

22

1

2

4162
1

16
DPlPl

EI
C

EI
Pl

+







−=+−   

P
A B

l /2 l /2
EI 2EI

 
単純ばり(2) 
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EI
PlDC

32

2

11 −=−∴   (6) 

式(2),(4)，式④より， 21

33

1

3

232962
1

296
DlDPlPl

EI
lC

EI
Pl

++







−=+−  

 ( )
EI

PlDlDC
642

3

211 −=−−∴   (7) 

式(6),(7)より，
EI

PlD
EI

Pl
6464

3

2

3

−=−−        02 =∴D   (8) 

式(5),(8)より，
EI

PllD
12

3

1 =             
EI

PlD
12

2

1 =∴   (9) 

式(6),(9)より，
EI

Pl
EI

PlC
6412

32

1 −=−         
EI

PlC
96
5 2

1 =∴  

 

  
EI

PlxP
EI 96

5
4

1 2
2

1 +





−=θ          

EI
PlxPlxP

EI 12242
1 2

2
2 +






 −=θ  

2
3

1
1 5

12 96
P Plv x x

EI EI
 = − − 
 

         

2
3 2

2
1

2 12 4 12
P Pl Plv x x x

EI EI
 = − + 
 
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演習問題Ｂ2 弾性荷重法① 
 

[解答] 

 

0V =∑ ：
* 0

2 2 2A
M l M lV
EI EI

− × − × =   

* * 3
4A A A
MlQ V
EI

θ = = =  

(A) 0M =∑ ：
* 0

2 4 4 2 4A
Ml l Ml l lM
EI EI

 + × + × + = 
 

 

2
* 5

16A A
Mlv M
EI

= = −  

 

  

A B

l /2 l /2

M

EI 2EI

A B共役ばり

M/EI
M/2EI

 
片持ちばり(1) －θＡおよび Ay  



13 
 

演習問題Ｂ2 弾性荷重法② 

[解答] 

(B) 0M =∑ ：
* 1 1 1 2 0

2 2 2 2 3 2 2 2 2 2 3A
M l l l M l lV l
EI EI

     − × − × × × + − × × × × =     
     

 

* *

24A A A
MlQ V

EI
θ = = = −  

0V =∑ ：
* * 1 0

2 2 2C A
M lQ R
EI

 − + − − × = 
 

  

*

24 8 12C C
Ml Ml MlQ

EI EI EI
θ = = − + =  

 

  

A B

l /2 l /2

M

EI EIC

A B

共役ばり

C
M/2EI

-M/2EI

 
単純ばり(2) －θＡおよびθＣ 
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演習問題Ｂ2 弾性荷重法③ 
 

[解答] 

0V =∑ ：
* 1 0

2 2 2 2 2C
Pl l Pl lV
EI EI

   − × − × − − × =   
   

  

2 2 2
* * 3

8 4 8C C C
Pl Pl PlQ V
EI EI EI

θ = = − − = −  

(C) 0M =∑ ：
2 2

* 2 0
8 2 3 4 2C
Pl l Pl lM
EI EI

    + − × × + − × =    
    

 

3 3 3
*

24 8 6C C
Pl Pl Plv M

EI EI EI
= = + =  

0DM =∑ ：
2

* 0
4 2 2 2 4D
Pl l Pl l lM
EI EI

   − + − × − − × × =   
  

  

3 3 3
*

8 16 16D D
Pl Pl Plv M
EI EI EI

= = − + = −  

 

  

l /2 l /2l /2 l /2

A
P

BEI
P

C D E

C DA B
共役ばり

-Pl/2EI

 

張出ばり(3) －θＣ， Cy および Dy  
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演習問題Ｂ2 弾性荷重法④ 

[解答] 

0V =∑ ：
* * 1 3 0

2 2 2A B
Pl lV V
EI

 + − × − × = 
 

  

(B) 0M =∑ ：
2

* 3 3 3 2 0
2 8 2 3A
l Pl lV

EI
   × − − × × =   

  
 

2
*

4A
PlV
EI

= − ，
2 2 2

* 3
4 8 8B
Pl Pl PlV
EI EI EI

= − = −  

2
* *

4A A A
PlQ V
EI

θ = = = − ，
2

* *

8B B B
PlQ V
EI

θ = = − = −  

0V =∑ ：
2

* 1 0
2 2 2 4C

Pl l PlV
EI EI

  − × − × − − =  
   

 

2 2 2
* * 3

8 4 8C C C
Pl Pl PlQ V
EI EI EI

θ = = = − − = −  

(C) 0M =∑ ：
2 2

* 2 0
8 2 3 4 2C
Pl l Pl lM
EI EI

    + − × × + − × =    
    

 

3 3 3
*

24 8 6C C
Pl Pl Plv M

EI EI EI
= = + =  

l /2

A
P

C
B

3 l /2

EI

C A

-Pl/2EI

B

共役ばり
 

張出ばり(4) －θＡ，θＢ，θＣおよび Cy  


